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INTRODUZIONE 
 
Questo elaborato ha la finalità di svolgere un’analisi empirica della moderna teoria della selezione 
del portafoglio tramite il linguaggio di programmazione Python. 
Inizialmente, l’analisi consiste nello scaricare i dati storici dei titoli presi in considerazione, per poi 
tracciare due grafici con le quotazioni di chiusura e i rendimenti giornalieri. 
Poi ho eseguito un test di normalità delle distribuzioni dei titoli, per poter dare un giudizio riguardo 
all’affidabilità delle statistiche utilizzate ai fini dell’analisi e mostrare le criticità delle assunzioni 
sottostanti al modello. 
Ho effettuato anche uno studio sulla forma delle distribuzioni tramite gli indici di skewness e di 
curtosi, per poter trarre delle conclusioni sull’affidabilità della standard deviation come misura di 
rischio, e di come la forma della distribuzione dei rendimenti può influenzare tale statistica. 
Successivamente, avendo preso consapevolezza dei limiti della standard deviation per l’analisi 
empirica, ho introdotto un altro indicatore di rischio, il value at risk. 
Adottando il metodo della simulazione storica per calcolarlo, ho quantificato il rischio al verificarsi 
di rendimenti molto negativi, svincolando temporaneamente l’analisi dall’ipotesi di normalità delle 
distribuzioni. 
Nel selezionare i titoli per l’analisi di portafoglio ho preso a riferimento il grafico valore atteso versus 
varianza. 
Ovvero ho selezionato quelle azioni che descrivessero, almeno approssimativamente, una relazione 
lineare crescente tra i due momenti. 
La logica sottostante tale criterio è quella di selezionare dei titoli che siano efficienti e non dominati 
da altri; infatti non avrebbe senso, ad esempio, scegliere un titolo con stessa varianza di un altro, già 
selezionato per la costruzione del portafoglio, ma con minore rendimento atteso. 
Fase successiva dell’analisi è quella di calcolare la matrice delle covarianze e degli indici di 
correlazione. 
Tali valori sono di fondamentale importanza ai fini del calcolo del rischio di portafoglio, infatti ciò 
che determina la sua volatilità non è la somma dei rischi dei singoli titoli, ma come i titoli covariano 
tra loro all’interno del portafoglio. 
Tale principio, conosciuto come effetto diversificazione, permette di distinguere il rischio di 
portafoglio in due parti. 
Il rischio specifico del singolo titolo il quale può essere eliminato tramite la diversificazione, e il 
rischio sistematico il quale coinvolge tutti i titoli presenti nel portafoglio ed è dovuto a fattori di 
mercato. 
Il rischio di portafoglio può essere considerato come somma delle covarianze all’interno della matrice 
delle covarianze opportunamente ponderate per le percentuali dei titoli investiti nel portafoglio a cui 
una covarianza si riferisce. 
All’aumentare del numero di titoli il numero di covarianze aumenta più che proporzionalmente 
rispetto al numero delle varianze (covarianza di un titolo con sé stesso) presenti nella diagonale 
principale della matrice delle covarianze. 
E dal momento che le varianze rappresentano il rischio specifico di un titolo, si dimostra 
intuitivamente come il loro contributo al rischio del portafoglio tenda a 0 al crescere del numero dei 
titoli, mentre aumenti quello delle covarianze che rappresentano il rischio sistematico. 
Poi ho considerato un indice di mercato per calcolare il beta dei singoli titoli, ovvero la sensibilità del 
rendimento di ogni titolo all’andamento del mercato. 
Ciò può essere utile per il calcolo del beta del portafoglio, il quale è la media ponderata dei beta dei 
singoli titoli. 
Successivamente tramite una simulazione Monte Carlo ho tracciato la frontiera dei portafogli, 
assegnando pesi casuali ai titoli del portafoglio sotto il vincolo che la somma dei pesi sia uguale a 
uno. 
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In tal modo, ho trovato statisticamente il portafoglio di minima varianza e il portafoglio con la 
massima Sharpe ratio. 
Quest’ultimo portafoglio è utile nel processo di Asset Allocation, nel quale si traccia la capital 
allocation line ottimale passante nei punti corrispondenti al titolo privo di rischio e al portafoglio con 
la massima Sharpe ratio e permette di derivare quindi una seconda frontiera efficiente che domina la 
prima. 
Infine, ho fatto un grafico che mette a confronto la frontiera efficiente dei portafogli con i titoli presi 
singolarmente di cui tali portafogli si compongono. 
Il risultato è che non è razionale investire tutta la propria ricchezza in singoli titoli, in quanto 
investendo in un portafoglio composto da più titoli, è possibile avere un investimento più efficiente, 
ovvero con una migliore combinazione rischio-rendimento. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 4 

CAPITOLO 1: ANALISI SU PYTHON DI UN PORTAFOGLIO COMPOSTO DA 5 TITOLI  
 
1.1 I dati storici dei titoli 
 
L’analisi da me svolta consiste nello scaricare da Yahoo Finance le quotazioni giornaliere di 5 titoli 
negoziati nel mercato finanziario italiano comprese in un arco temporale di 3 anni, e attraverso l’uso 
del linguaggio di programmazione Python, fare un’applicazione pratica della teoria della selezione 
del portafoglio. 
I titoli che ho selezionato ai fini dell’analisi sono azioni di società quotate in Borsa appartenenti a 
settori produttivi diversi. 
La prima società, ENI (Ente Nazionale Idrocarburi), è tra i principali produttori europei di petrolio e 
gas (codice di Borsa: ENI.MI). 
La seconda, Eurotech, è un'azienda specializzata nella progettazione, produzione e   
commercializzazione di computer integrati per uso professionale (codice di Borsa: ETH.MI). 
La terza, Autogrill S.p.A, è il leader mondiale dei servizi di ristorazione per chi viaggia. 
(codice di Borsa: AGL.MI). 
La quarta, STMicroelectronics N.V, figura tra i leader mondiali del mercato dei semiconduttori 
(codice di Borsa: STM.MI). 
La quinta, FinecoBank Banca Fineco S.p.A, figura tra i principali gruppi di servizi finanziari italiani 
(codice di Borsa: FBK.MI). 
Ai fini di una migliore esposizione nel corso dei capitoli che seguiranno, riporto il codice Python 
suddiviso in fasi. 
Ogni fase è composta da un blocco di codice, seguito dalla corrispondente spiegazione tecnica e 
analisi finanziaria. 
 

 
 

 
 
La funzione pandas_datareader.data permette di estrarre dati provenienti da varie risorse su Internet 
e inserirli all’interno di un pandas DataFrame. 
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Successivamente, creo un vettore (o lista) di stringhe con i codici di Borsa delle azioni di cui voglio 
scaricare le quotazioni, e poi definisco due variabili “data_inizio” e “data_fine” contenenti gli estremi 
temporali del campione di dati storici oggetto dell’analisi. 
I vettori di stringhe appena definiti servono come parametri per la funzione get_data_yahoo, la quale 
permette di scaricare le quotazioni dei titoli da Yahoo Finance e inserirli all’interno di un DataFrame 
(interval=’d’ indica alla funzione di considerare quotazioni giornaliere). 
Utilizzando la funzione DataFrame.shape, si ottiene una tupla con all’interno la dimensione del 
DataFrame. 
La schermata di output indica le dimensioni dei 5 DataFrame creati; ovvero 763 righe e 6 colonne, 
essi risultano pertanto compatibili tra loro ai fini dell’analisi essendo della stessa dimensione.  
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CAPITOLO 2: LE QUOTAZIONI DI CHIUSURA E I RENDIMENTI 
 
2.1 Calcolo delle quotazioni di chiusura aggiustate e dei rendimenti logaritmici 
 

 
 

 
Con la funzione DataFrame.values genero una rappresentazione numpy dei pandas DataFrame 
contenenti i dati storici dei titoli scaricati da Yahoo Finance, tale funzione restituisce solo i valori 
all’interno del DataFrame, ovvero senza le etichette di riga e di colonna. 
Successivamente, creo per ogni titolo dei vettori numpy denominati “lista_chiusura” con all’interno 
le quotazioni di chiusura aggiustate per dividendi e frazionamenti, corrispondenti alla sesta colonna 
del DataFrame. 
Poi genero degli altri vettori numpy vuoti denominati “lista_rendimenti”, i quali saranno riempiti con 
i rendimenti logaritmici giornalieri dei titoli attraverso un ciclo di while. 
Per rendimenti logaritmici intendo i tassi istantanei di rendimenti dei titoli, i quali a differenza dei 
rendimenti calcolati come semplice variazione percentuale delle quotazioni giornaliere, hanno 
maggiori proprietà statistiche, e inoltre sono un migliore indicatore di performance dell’investimento, 
in quanto tengono conto dell’effetto della capitalizzazione. 
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In particolare, assumendo che le quotazioni istantanee dei titoli abbiano una distribuzione lognormale, 
allora i rendimenti capitalizzati nel continuo da esse prodotti possono considerarsi normalmente 
distribuiti a prescindere dalla durata dell’investimento. 
Si definisce il tasso istantaneo di rendimento del titolo i in t come 
 

𝛿"(𝑡) = 𝑙𝑜𝑔 *
𝑃",-./
𝑃",-

0 

 
Dove: 
 𝛿"(𝑡) è il tasso istantaneo di rendimento del titolo i in t; 
𝑃",- è la quotazione dell’i-esimo titolo all’istante t; 
𝑃",-./ è la quotazione dell’i-esimo titolo all’istante t+1. 
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2.2 Grafico delle quotazioni di chiusura e dei rendimenti giornalieri 
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Tramite l’utilizzo della libreria matplotlib ho creato due grafici riferiti ai 5 titoli, quello a sinistra 
raffigura le quotazioni di chiusura giornaliere, mentre quello a destra i rendimenti giornalieri. 
Inizialmente definisco la variabile “x_dim_eni” e la pongo uguale alla dimensione del vettore 
“lista_rendimenti” (ad esempio di Eni, ma è indifferente perché i vettori hanno la stessa dimensione) 
tramite l’utilizzo della funzione numpy.shape. 
Tale funzione fornisce una tupla con all’interno la dimensione di tale vettore (ovvero il numero di 
elementi), e la prendo in riferimento per stabilire la lunghezza dell’intervallo temporale dei grafici. 
La dimensione del vettore dei rendimenti è 762 e quindi inferiore di quella delle quotazioni di 
chiusura (763), in quanto non è possibile calcolare il rendimento nel giorno più recente del campione 
(2019-7-26). 
Quindi il grafico delle quotazioni di chiusura ha un intervallo temporale più lungo di un giorno di 
quello dei rendimenti. 
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CAPITOLO 3: TEST DI NORMALITA’ DELLE DISTRIBUZIONI 
 
3.1 Lo Shapiro Wilk Test e il quantile-quantile plot 
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Analizzare la distribuzione dei rendimenti dei titoli permette di valutare più accuratamente il rischio 
degli stessi. 
Se la distribuzione è normale, la standard deviation è una misura di rischio affidabile, mentre nel caso 
contrario tale misura subisce delle distorsioni. 
Per verificare se le distribuzioni dei rendimenti dei titoli possano essere considerate normali eseguo 
lo Shapiro-Wilk test attraverso la funzione scipy.stats.shapiro(x) (tale funzione restituisce un vettore 
con all’interno la statistica test e il p-value).  
Questo strumento ha la potenza del test maggiore (probabilità di respingere l’ipotesi nulla quando è 
falsa1) rispetto a tutti gli altri concernenti i test di normalità, e ha risultati affidabili per campioni 
contenenti osservazioni inferiori a 5000 unità.2 
Ai fini del test prendo in considerazione il p-value, il quale è definito come il minimo livello di 
significatività per il quale l’ipotesi nulla può essere respinta3.  
L’ipotesi nulla del test in questione è che i rendimenti siano distribuiti normalmente e la verifico 
fissando un livello di significatività di 0,05. 
Se il p-value è inferiore a 0,05 l’ipotesi nulla è rifiutata e c’è evidenza che i rendimenti dei titoli non 
provengano da una popolazione normalmente distribuita. 
L’esito complessivo dei test effettuato sui rendimenti dei 5 titoli è il rifiuto dell’ipotesi nulla, e quindi 
i rendimenti dei titoli non provengono da distribuzioni normali. 
Al livello grafico, è possibile osservare nella schermata di output a sinistra le distribuzioni dei 
rendimenti dei titoli e a destra il grafico quantile-quantile (QQ). 
Quest’ultimo mette in relazione i quantili della distribuzione dei rendimenti osservati con quelli di 
una distribuzione normale con stessa media e deviazione standard (tale ridimensionamento della 
distribuzione normale lo effettuo con il parametro line=’s’ della funzione statsmodels.qqplot). 
La linea rossa rappresenta i valori attesi dei quantili in caso di distribuzione normale, se i valori dei 
quantili della distribuzione in esame si discostano da essa si manifesta un sospetto di non normalità 
della distribuzione. 

 
1Monti A. C. Introduzione alla statistica, Edizioni Scientifiche, 2008 (2° edizione) p. 341 

2 Razali, N. M. & Wah, Y. B. (2011) Power comparisons of Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors and 
Anderson-Darling tests, Journal of Statistical Modeling and Analytics, Vol. 2, pp. 25 e 32. 

3 Monti A. C. Introduzione alla statistica, Edizioni Scientifiche, 2008 (2° edizione) p. 337 
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3.2 Studio della forma delle distribuzioni con la skewness e la curtosi 
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La deviazione dalla normalità di una distribuzione dei rendimenti può essere quantificata tramite due 
indici che ne descrivono la forma: la skewness e la curtosi. 
La skewness è un indice che indica l’ammontare e la direzione dell’asimmetria di una distribuzione 
rispetto a quella Gaussiana (la quale ha skewness uguale a 0). 
Se l’indice di skewness è maggiore di 0, la distribuzione è asimmetrica verso destra (la coda più lunga 
e piatta è posizionata a destra), e da ciò ne deriva che la standard deviation sovrastima il rischio, 
poiché i rendimenti molto elevati (che non sono fonte di preoccupazione per gli investitori) ne 
aumentano la volatilità.4 
Nel caso opposto, e di maggiore importanza per gli investitori, se l’indice di skewness è negativo, e 
quindi la distribuzione asimmetrica verso sinistra, la standard deviation sottostima il rischio.5 
La curtosi misura lo spessore o la sottigliezza delle code di una distribuzione rispetto alla 
distribuzione Gaussiana, a tale misura in accordo con la definizione di Fisher viene sottratto 3, in 
modo da risultare 0 in caso di distribuzione normale. 
Una curtosi maggiore di 0 indica che la standard deviation sottostima la probabilità di avere 
rendimenti molto bassi o molto alti.6 
Dal test delle ipotesi emerge che per tutte le distribuzioni dei rendimenti la curtosi sia 
significativamente diversa da 0 (p-value<0,05), lo stesso vale per la skewness ad eccezione del titolo 
ENI; quindi anche in questo caso l’ipotesi nulla di normalità delle distribuzioni è rigettata. 

 
4 Bodie, kane, Marcus. Investments, McGraw-Hill, 2014 (10° edizione) pag. 138 

5 Bodie, kane, Marcus. Investments, McGraw-Hill, 2014 (10° edizione) pag. 138 

6 Bodie, kane, Marcus. Investments, McGraw-Hill, 2014 (10° edizione) pag. 138 
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In particolare, tutte le distribuzioni dei rendimenti hanno una curtosi significativamente maggiore di 
0, ovvero sono di natura Leptocurtica (ciò significa che le loro code tendono asintoticamente a zero 
più lentamente della Gaussiana, e quindi producono più outliers rispetto ad essa.)7. 
Per quanto riguarda l’indice di skewness, la distribuzione dell’azione Eni risulta essere assimilabile 
a quella normale avendo un p-value maggiore di 0,05, la distribuzione dell’azione STM presenta un 
valore significativamente negativo, quindi è asimmetrica verso sinistra, mentre le altre distribuzioni 
presentano un valore significativamente positivo, quindi possiamo concludere che esse siano 
asimmetriche verso destra. 
Da ciò si deduce che la deviazione standard può non rappresentare in modo veritiero il rischio dei 
titoli, quindi è opportuno introdurre un’ulteriore misura di rischio che permetta di svincolarsi 
dall’assunzione di normalità della distribuzione e quantificare la vulnerabilità a rendimenti molto 
negativi: il value at risk (adottando il metodo della simulazione storica). 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 
7 Grami A. Probability, Random Variables, Statistics, and Random Processes, Wiley, 2019 paragrafo 8.5 
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CAPITOLO 4: IL VALUE AT RISK DEI TITOLI 
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Il Value at Risk (VaR) rappresenta la massima perdita potenziale di un asset o di un portafoglio dato 
un determinato orizzonte temporale e uno specifico intervallo di confidenza.8                                                                                                                                                                 
Per calcolare tale valore adotto il metodo della simulazione storica (non parametrico) il quale opera 
direttamente sui dati storici e non in base a ipotesi sulla distribuzione dei rendimenti.    
Nonostante tale metodologia permetta di superare l’assunzione di normalità delle distribuzioni dei 
rendimenti, la sua validità dipende da un’ipotesi molto forte, ovvero che i dati storici contengano tutti 
i possibili scenari che si possono verificare nel futuro. 
Inoltre, se c’è un trend crescente (decrescente) di volatilità durante l’intervallo temporale del 
campione, il VaR risulterà sottostimato (sovrastimato), poiché tutti i rendimenti sono ponderati nello 
stesso modo.9                           
Per calcolare il VaR utilizzo la funzione pandas.quantile, con la quale ottengo il valore del rendimento 
corrispondente a un determinato quantile di una distribuzione, ovvero sottraendo a uno il quantile, a 
un determinato livello di confidenza (ad esempio a un quantile del 10% corrisponde un livello di 
confidenza del 90%).                                                                                                                            
Posso affermare, ad esempio per l’azione ENI, che la massima perdita potenziale giornaliera con una 
probabilità del 90% equivale a un rendimento di -0.0149. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
8 A. Damodaran 2011 
9 Kim D., Francis J. C. Modern Portfolio Theory: Foundations, Analysis, and New Developments, John Wiley & Sons, 
2013 paragrafo 11.5.2 
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CAPITOLO 5: IL VALORE ATTESO E LA VARIANZA 

5.1 Calcolo del valore atteso dei titoli 

 
 

 
 
Il valore atteso della variabile casuale rendimento è ottenuto facendo la media aritmetica dei 
rendimenti storici assegnando a ognuno di essi un uguale probabilità di verificarsi, ovvero: 
 

𝐸[𝛿3] = 5𝑝(𝑡)
7

-8/

𝛿(𝑡) =
1
7625𝛿(𝑡)

=>?

-8/

 

Dove: 
n è il numero di rendimenti (nel caso in esame pari a 762); 
𝑝(𝑡) è la probabilità assegnata all’osservazione t. 
Definisco ora la variabile “vettore_rendimenti_medi” come un vettore vuoto, per poi riempirlo 
successivamente con i valori attesi dei rendimenti dei 5 titoli. 
Tramite la funzione numpy.mean calcolo le medie aritmetiche dei rendimenti dei titoli, e poi 
attraverso la funzione numpy.append inserisco i valori così ottenuti nel “vettore_rendimenti_medi”. 
Poi utilizzando due cicli di for trovo il valore massimo e minimo del “vettore_rendimenti_medi”, ciò 
sarà utile successivamente per stabilire la lunghezza dell’asse “E[x]” del grafico valore atteso vs 
varianza. 
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5.2 Calcolo della varianza come misura di rischio 
 

 
 

 
 
H.M. Markowitz nel 1952 propose la varianza come misura del rischio d’investimento per cui: a 
varianza via via più elevata si associa rischio via via più elevato.10 
La varianza è il valore atteso del quadrato degli scarti dei valori della variabile casuale dal suo valore 
atteso: 
 

𝑉𝑎𝑟C𝛿3"D =5𝑝(𝑡)E𝛿(𝑡) − 𝛿̅H?
=>?

-8/

 

 
Dove: 
 𝛿̅ è il tasso istantaneo di rendimento medio. 
In questo blocco di codice faccio sostanzialmente la stessa cosa di quello precedente ma questa 
volta riferendomi alle varianze. 
Utilizzo la funzione numpy.var per ottenere le varianze dei rendimenti dei titoli e poi inserisco tali 
valori nel “vettore_varianze”. 

 

10 Bortot P., Magnani U., Olivieri G., A. Rossi F., Torrigiani. Matematica Finanziaria, Monduzzi, 1998 (2° edizione) p. 
443 
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Il valore massimo e minimo del “vettore_varianze” saranno utili successivamente per stabilire la 
lunghezza dell’asse “Var(x)” del grafico valore atteso vs varianza. 
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5.3 Una tabella di sintesi dei risultati 
 

 
 

 
 
Questo DataFrame esprime una sintesi raggruppando il valore atteso e la varianza di ogni titolo. 
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5.4 Grafico valore atteso versus varianza 
 

 
 

 
 
Il grafico evidenzia una relazione lineare crescente tra valore atteso e varianza dei 5 titoli 
rappresentati. 
Con le variabili “extension_x” e “extension_y” definisco dei margini di sicurezza affinché gli assi 
del grafico siano sufficientemente capienti da contenere tutti i punti e poi con le funzioni set_xlim e 
set_ylim fisso i valori per gli estremi degli assi cartesiani. 
 



 24 

CAPITOLO 6: LA COVARIANZA E L’INDICE DI CORRELAZIONE 
 
6.1 La matrice delle covarianze 
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La covarianza è il valore atteso del prodotto degli scarti dei rendimenti di due titoli dai loro valori 
medi. 
Se vi è maggiore probabilità di concordanza nel segno degli scarti la covarianza è positiva, altrimenti 
se vi è discordanza la covarianza è negativa. 
Se i rendimenti manifestano una dipendenza lineare, la covarianza dice se tale relazione è crescente 
o decrescente. 
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Se i rendimenti sono indipendenti fra di loro la covarianza è nulla, tuttavia non è necessariamente 
vero il contrario (una covarianza nulla non implica che i rendimenti siano indipendenti). 
Infatti, se la covarianza è nulla i rendimenti sono incorrelati, ovvero non hanno un legame lineare 
(potrebbero esserci forme di dipendenza non lineare).11 
La covarianza tra il titolo i e j è pari a: 

𝐶𝑜𝑣C𝛿3", 𝛿3KD =5𝑝(𝑡)(𝛿"(𝑡) − 𝛿"̅)(𝛿K(𝑡) − 𝛿K̅)
=>?

-8/

 

 
Definisco la variabile “data” come un dizionario i cui valori sono sequenze di zeri e le cui chiavi i 
nomi dei titoli. 
Poi creo un DataFrame identificato dalla variabile “tab_cov” le cui etichette di riga e di colonna sono 
rappresentate dai nomi dei titoli e composto da valori tutti pari a 0 (i quali saranno sostituiti con i 
valori corretti). 
La variabile “x1” indica la matrice numpy composta dai rendimenti di due titoli, e nell’output è 
riportata la sua dimensione, ovvero (2, 762). 
Attraverso la funzione numpy.cov ottengo la matrice delle covarianze riferita ai rendimenti di due 
titoli, e la indico con la variabile “tab”. 
Nell’output ho stampato per fini espositivi la matrice di covarianze riferite ai rendimenti dei titoli 
ENI e ETH; nella diagonale principale sono indicate le varianze, mentre in quella secondaria la 
covarianza. 
Essere a conoscenza delle posizioni di tali valori è fondamentale per riempire correttamente la matrice 
di covarianze di tutti i titoli. 
Con la funzione DataFrame.iloc specifico tramite indicizzazione la posizione del DataFrame 
“tab_cov” da riempire con un determinato valore della matrice di covarianze di due titoli. 
Definisco con la variabile “tab_corr” la matrice degli indici di correlazione, e per comodità la pongo 
uguale temporaneamente alla matrice delle covarianze tramite la funzione DataFrame.copy (tale 
funzione non altera la matrice delle covarianze una volta sostituiti i valori), per poi modificarne i 
valori tramite due cicli di while inserendo in tal modo i valori corretti. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
11 Monti A. C. Introduzione alla statistica, Edizioni Scientifiche, 2008 (2° edizione) pp. 161-163 
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6.2 La matrice degli indici di correlazione 
 

 
 

 
 
Il coefficiente di correlazione è un indice di intensità del legame lineare tra due rendimenti, esso si 
ottiene dividendo la covarianza per il prodotto delle due standard deviation dei titoli, è quindi una 
misura standardizzata; inoltre può assumere valori tra -1 e 1.  
Quanto più 𝜌"K è in valore assoluto vicino all’unità, tanto più forte è l’intensità del legame lineare fra 
i rendimenti. 
Mentre, quanto più 𝜌"K  si avvicina allo zero, tanto più debole è l’intensità del legame lineare. 
Il coefficiente di correlazione lineare, 𝜌"K, è12 
 

𝜌"K =
𝜎"K
𝜎"𝜎K

 

 
La matrice degli indici di correlazione è un utile strumento nella fase di costruzione del portafoglio, 
poiché permette di constatare il beneficio dell’effetto diversificazione. 
Infatti, se i valori all’interno della matrice sono minori di 1 (a esclusione della diagonale principale 
che si riferisce a un solo titolo) i titoli non sono perfettamente correlati, e quindi la diversificazione 
ha effetto. 
In particolare, più bassi sono i coefficienti di correlazione all’interno della matrice, e più ha effetto la 
diversificazione in termini di riduzione del rischio di portafoglio. 
 

 

 

 

 
 
 

 
12 Monti A. C. Introduzione alla statistica, Edizioni Scientifiche, 2008 (2° edizione) pp. 164-167 
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CAPITOLO 7: IL BETA 
 
7.1 I dati storici dell’indice di mercato 
 

 
 

 
Ora importo i dati storici dell’indice del mercato azionario FTSE Italia All-Share Index (codice di 
Borsa: ITLMS.MI). 
Lo scopo è quello di calcolare il beta dei 5 titoli con tale indice di mercato. 
Tuttavia, si manifesta un problema di compatibilità tra le dimensioni dei DataFrame dei dati storici 
dei titoli e quella dei dati storici dell’indice di mercato. 
Infatti, i DataFrame dei titoli hanno una dimensione di (763, 6), mentre quella dell’indice è (756, 6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 29 

7.2 Matrice delle covarianze tra titoli e indice di mercato 
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Definisco con la variabile “tab_cov_index” il DataFrame che accoglierà i valori delle covarianze tra 
i titoli e l’indice di mercato. 
Per risolvere il problema di compatibilità tra DataFrame sopracitato, utilizzo la funzione 
pandas.Dataframe.align, la quale permette di allineare due DataFrame rispetto a un determinato asse 
(scegliendo axis=0 ho effettuato un allineamento per righe). 
Il risultato sono due nuovi DataFrame perfettamente compatibili poiché della stessa dimensione, 
ovvero (743, 6) come riportato nella schermata output. 
Definisco con la variabile “x1” la matrice numpy che accoglierà i rendimenti dell’indice di mercato 
e di un titolo e la riempio adottando un ciclo di while. 
Poi calcolo la matrice delle covarianze tra i rendimenti di un titolo e l’indice di mercato e inserisco i 
valori di interesse tramite indicizzazione nel DataFrame finale (“tab_cov_index”). 
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7.3 Calcolo dei beta dei titoli 
 

 
 

 
 
Il coefficiente 𝛽" =

OPQ(RS,TU)
VU
W  è dato dal rapporto tra la covarianza, del rendimento del titolo i-esimo 

con il rendimento di mercato, ed il rischio di mercato. 
Il beta, variazione media del rendimento di un titolo a seguito della variazione del rendimento 
dell’indice di mercato, è la misura adeguata del rischio sistematico dell’attività con il mercato.13 
Esso indica quindi quanto il rendimento di un titolo è sensibile ai movimenti di mercato. 
Le azioni con un beta maggiore di uno tendono ad amplificare i movimenti del mercato, mentre le 
azioni con un beta compreso tra 0 e 1 tendono a muoversi nella stessa direzione del mercato, ma con 
intensità minore. 
Tramite la funzione DataFrame.div eseguo la divisione tra la covarianza del titolo con l’indice di 
mercato, e la varianza dell’indice di mercato stesso per ottenere il beta. 
Si può notare come le azioni ETH, AGL, STM e FBK amplifichino i movimenti del mercato avendo 
un beta maggiore dell’1%, mentre ENI si muove sempre nella stessa direzione del mercato ma con 
intensità minore. 
Si può affermare, ad esempio per l’azione ETH, che se il futuro sarà come il passato, quando il 
mercato cresce dell’1%, tale azione cresce in media dell’5.11%. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
13 Bortot P., Magnani U., Olivieri G., A. Rossi F., Torrigiani. Matematica Finanziaria, Monduzzi, 1998 (2° edizione) 
pp. 546-547 
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CAPITOLO 8: LA FRONTIERA DEI PORTAFOGLI 
 
8.1 Stima della frontiera dei portafogli possibili con la simulazione Monte Carlo 
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Ora lo scopo dell’analisi è tracciare la frontiera dei portafogli possibili, e per farlo adotto la 
simulazione Monte Carlo (facendo un milione di simulazioni), la quale assegna diversi valori casuali 
ai pesi dei titoli all’interno del portafoglio creando così diverse composizioni dello stesso, sotto il 
vincolo che la somma dei pesi sia uguale a uno. 
Per fare ciò, utilizzo la funzione numpy.random.random che restituisce un vettore della dimensione 
desiderata con all’interno i numeri casualmente generati. 
Fisso una dimensione pari a 5 per tale vettore poiché altrettanti sono i pesi dei titoli all’interno del 
portafoglio. 
Poi calcolo il rendimento e la deviazione standard dei portafogli in funzione dei pesi di volta in volta 
casualmente generati. 
Il rendimento di un portafoglio è ottenuto come media dei rendimenti dei titoli ponderati per i pesi 
generati dalla simulazione. 
 

𝑅YZ =5𝑤"𝛿"̅

\

"8/

 

 
Mentre la varianza di portafoglio è ottenuta sommando le covarianze all’interno della matrice delle 
covarianze, e ponderando ogni covarianza per il prodotto dei pesi dei titoli a cui essa si riferisce. 
 

𝜎Z? =55𝑤"𝑤K𝜎"K

\

K8/

\

"8/

 

 
Calcolo tale statistica attraverso la funzione numpy.dot, moltiplicando inizialmente il vettore riga dei 
pesi per la matrice delle covarianze, e successivamente moltiplicando il vettore riga così ottenuto per 
il vettore colonna (facendo il trasposto del vettore pesi iniziale) degli stessi pesi. 
La deviazione standard di portafoglio annualizzata si ottiene facendo la radice quadrata della varianza 
e moltiplicando tale valore per la radice quadrata di 252, ovvero i giorni di trading. 
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Inserisco i rendimenti e standard deviation dei portafogli generati all’interno della matrice numpy 
“risultati”. 
Dividendo la prima riga per la seconda riga di tale matrice, ovvero i rendimenti e le deviazioni 
standard, si ottengono le Sharpe Ratio dei singoli portafogli (per semplicità assumo che il tasso di 
interesse privo di rischio sia pari a 0) e le inserisco nella terza riga della matrice. 
 

𝑆ℎ𝑎𝑟𝑝𝑒	𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 =
𝑅YZ − 𝑟b
𝜎Z

 

 
Poi inserisco i pesi dei titoli di ogni portafoglio generato all’interno della matrice “risultati” a partire 
dalla sua terza riga tramite un ciclo di for. 
Converto la matrice “risultati” in un pandas DataFrame trasposto rispetto ad essa. 
Poi tramite le funzioni DataFrame.idxmax e DataFrame.idxmin trovo rispettivamente i valori del 
portafoglio con la massima Sharpe Ratio e quelli del portafoglio di minima varianza. 
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8.2 Il portafoglio con la massima Sharpe ratio e il portafoglio di minima varianza 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
I DataFrame proiettati rappresentano i valori del portafoglio con la massima Sharpe ratio e del 
portafoglio di minima varianza. 
In particolare, le prime tre righe di ogni tabella indicano i valori del rendimento atteso, standard 
deviation e Sharpe ratio del portafoglio, mentre le righe seguenti indicano i pesi dei titoli di cui il 
portafoglio è composto. 
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8.3 Stima della frontiera efficiente 
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Tale grafico mette a confronto la frontiera efficiente stimata attraverso la simulazione Monte Carlo e 
i singoli titoli. 
La frontiera efficiente, o frontiera di minima varianza, è l’insieme di portafogli ottimali che 
massimizzano il rendimento atteso per un dato livello rischio, oppure minimizzano il rischio atteso 
dato un livello di rendimento (è la parte di frontiera che giace al di sopra del portafoglio di minima 
varianza). 
Il grafico dimostra come i portafogli composti da un singolo titolo siano inefficienti, in quanto 
dominati dalla frontiera efficiente con portafogli aventi un maggiore rendimento atteso per un dato 
livello di rischio (beneficio della diversificazione). 
Dal grafico si nota come per elevati valori della standard deviation la frontiera efficiente perda la sua 
forma teorica, ciò è dovuto al rumore statistico causato dalla bassa concentrazione di portafogli a 
nord-est della frontiera originati dalla simulazione Monte Carlo (e quindi minore la probabilità che il 
portafoglio con il massimo rendimento corrisponda al valore teorico di frontiera). 
Con la variabile “front_eff” definisco una matrice bidimensionale contenente gli estremi inferiori 
degli intervalli di deviazione standard e i rendimenti massimi dei portafogli simulati con volatilità 
all’interno di tali estremi. 
Una volta ultimata la ricerca dei massimi valori di rendimento per ogni intervallo di deviazione 
standard, traccio la curva di frontiera corrispondente a tali valori. 
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